Zasady oceniania
Zadanie 1. (0-2)

Przyktadowe rozwigzanie:

lim( 1 —2(x+1)>=lim( x+5 B 2x + 2 ):
x-5-\x—5 x2-25 -5 \(x=5)(x+5 (x—-5x+5)
—-x+3
= S THa T [0]

Zasady oceniania.

-x+3

1p. Zapisanie 11m L 50 Sy

2p. Obliczenie granicy funkcji w punkcie lirgl_f(x) = oo,
xX—

Zadanie 2. (0-3)
Przyktadowe rozwigzanie.

Funkcja liniowa f(x) = ax + b jest rosngca i miejsce zerowe jest ujemne wtedy, gdy
a>0 A b > 0 wtedyitylko wtedy, gdy:
m?>+2m—-8>0 A m?+5m>0)
[((m+4)(m—-2)>0 A m@m+5)>0]
[m € (—o0; —4) U (2;0) A m € (—o0; —5) U (0; 00)]
m € (—o0; =5) U (2; ).

Zasady oceniania.
1p. Zapisanie warunkéw a >0 A b > 0tzn.m? +2m—-8>0 A m? + 5m > 0.
2p. Rozwigzanie kazdej z nieréwnosci.

3p. Podanie poprawnej odpowiedzi m € (—o0; —5) U (2; ).

Zadanie 3.1. (0-3)
Przyktadowe rozwigzanie.
4
fx)=x +, XE R — {-5}.

X +5x+4
x+5

Przeksztatémy wzér funkgji f . f(x) = x € R — {-5}.

2
Wyznaczmy pochodng funkcji f . f'(x) = FHO2L A x # 5.

(x+5)2
H\

Wyznaczamy miejsce zerowe pochodnej funkcji f . f'(x) = 0 <=>
(x+7)(x+3)=0<=>(x=—7lubx = -3).

5 Poniewaz w zbiorze liczb rzeczywistych R — {—5} f'(x) > 0 dla
x € (—o0; =7) U (—=3; ) oraz f'(x) < 0dla



x € (—=7;—5) U (—5; —3), zatem funkcja f jest rosnaca w kazdym z przedziatéw: (—oo; —7], [—3; o)
i malejgca w kazdym z przedziatéw: [—7; —5), (—5; —3].

Zasady oceniania.

1p. Przeksztatcenie wzoru funkcji f i obliczenie pochodnej funkcji
x%4+10x+21

f (x) :W A XER—{—S}.
2p. Wyznaczenie miejsc zerowych pochodnej funkgeji f'(x) = 0<=>x € {—7; —3}.

3p. Zbadanie znaku pochodnej funkcji f i okreslenie przedziatéw w ktérych funkcja jest rosnaca,
malejaca.

Funkcja f jest rosngca w kazdym z przedziatéw (—oo; —7], [—3; ), malejaca w przedziatach
[-7;=5),(=5; =3].

Zadanie 3.2. (0-2)
Przyktadowe rozwigzanie.

Zapiszmy réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie x = 0y = ax + b, gdziea = f'(x,)
x%+10x+21

if'(x) = o)z v aema =f'(0) = %, orazy = f(0) = %,

Wodwczas styczna do wykresu funkcji f w punkcie (0, g) okresla sie réwnaniem y = %x + %-
Zasady oceniania.
1p. Zapisanie rownania stycznej y = ax + b i obliczenie wspotczynnika kierunkowego stycznej

21
a=f"(x),a = =

. 4. . . 21 4
2p. Wyznaczenie y, = - i zapisanie réwnania stycznej y = —x + _.

Zadanie 4. (0-3)

Przyktadowe rozwigzanie.

| sposob.

T:(x® =3x2+3x)(x —1) > x,

D: (x3 —3x24+3x)(x—1) —(x—1) =2 0<=>[(x3—3x%2 +3x) — 1] = 0 <=>
=D =3x*2+3x-1)=>0<=>(x—-1Dx-1)3>20<=>(x—-1)*>0

Nieréwnos¢ tozsamosciowa dla kazdej liczby rzeczywistej x .
Il sposob

T:(x®—3x2+30)(x—1)+1>x

D: Po przeksztatceniu wyrazenia otrzymamy:

x*—x3=3x3+3x%2+3x2 —3x—x+1>0<=>x*—4x3+6x? —4x+1>0.



Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona (a — b)* otrzymamy (x — 1)* > 0. Nieréwnos¢ jest
prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej x € R .

Zasady oceniania.
| sposob

1p. Przeksztatcenie wyrazenia do postaci (x3 — 3x2? + 3x)(x — 1) — (x — 1) = 0 i wyfaczenie
wspdlnego czynnika przed nawias, (x — 1)[(x3 — 3x% + 3x) — 1] > 0.

2p. Przeksztatcenie wyrazenia do postaci (x — 1)(x® — 3x? + 3x — 1) > 0 i zauwazenie wzoru
skréconego mnozenia.

3p. Doprowadzenie wyrazenia do postaci (x — 1)* > 0 i zapisanie, ze nieréwnos¢ jest prawdziwa dla
kazdej liczby rzeczywistej x E R .

Il sposob
1p. Przeksztatcenie wyrazenia do postaci x* — x3 —3x3 +3x2 +3x2 —=3x —x + 1> 0.

2p. Pogrupowanie wyrazéw podobnych i doprowadzenie wyrazenia do postaci
x*—4x3 +6x2—4x+1=0.

3p. Zauwazenie wzoru dwumianowego Newtona i zapisanie wyrazenia w postaci (x — 1)* > 0
i stwierdzenie, ze nierownos¢ jest prawdziwa dla x € R.

Zadanie 5. (0-4)
Przyktadowe rozwigzanie.

4cosx —sin2x
; x € [0; 2m]

4cos?x =
COS X

4 cosx sin 2x sin 2x

Przeksztatémy wyrazenie do postaci 4 cos? x = —— — , otrzymujac 4 cos® x = 4 — .
Cos X CosXx CosXx

Korzystajgc ze wzoru na sinus podwojonego kata, réwnanie mozna zapisa¢ w postaci

4 cos? x = 4 — 2 sin x, uwzgledniajac dziedzine cos x # 0 <=>x # §+ km, k € Z,
4cos?x+2sinx—4=0/:2,
2cos?x +sinx —2=0.

Korzystajac ze wzoru sin? x + cos? x = 1, stad 2(1 — sin®x) + sinx — 2 = 0.
Po przeksztatceniu —sinx (2sinx —1) = 0<=>(sinx =0, 2sinx = 1) <=>
x=kn ANk€ZV x==%+2kn Vv x=§n+2krr,kEZ.

Uwzgledniajac dziedzine i x € [0; 27], to rozwigzaniem réwnania sg x € {0,%,%71, T, Zn}.
Zasady oceniania.

1p. Przeksztatcenie réwnania do postaci 4 cos? x + 2sinx — 4 = 0.

2p. Zapisanie réwnania w postaci —sinx (2sinx — 1) = 0.

3p. Rozwigzanie jednego zréwnan sinx = 0 V sinx = %; x=kmlubx = % + 2km lub

x=§n+2kn;kEZ.



4p. Rozwigzanie obu réwnan i podanie rozwigzania danego réwnania w przedziale [0; 2],
w5

X € {0,—,—11, n,2n}.
6’6

Zadanie 6. (0-3)

Przyktadowe rozwigzanie.

C -2 =2 a, B -katyw A ABC, a, b - dtugosci bokédw na

‘cosa  cosB’
przeciw kata @i 8.

b v T: A ABC jest réwnoramienny
X ‘5 D: Aby wykazaé, ze A ABC jest rownoramienny nalezy
wykaza¢, ze katy przy podstawie w tréjkacie sg réwne albo, ze
R C b dwa boki tréjkata majg jednakowe dtugosci.
| sposob
L a _ b __a_ cosa

Z zatozenia cosa cosfB = b cosf (1)
Korzystajgc z twierdzenia sinuséw A ABC otrzymamy @ __b _,a_shna (2).

sina sinf8 ) sinf8

sina _ cosa __sina __ sinf

Z zaleznosci (1) i (2) => => tana = tanf, a, f-sa katamiw A ,

sinf8 - cosf " cosa cosf
toa = B, zatem A ABC jest A réwnoramiennym.

Il sposob

Korzystajac z twierdzenia cosinusow w A ABC otrzymamy
a® = b?+c? —2bccosa odejmujac réwnanie stronami
b? = a? + ¢? — 2accosp

Otrzymamy a? — b? = b%? — a? — 2bccosa + 2accosf3, po przeksztatceniu mamy
2a% — 2b? = 2c(acosp — bcosa) (1)

. ... a _ b _ __bcosa
Korzystajgc z zatozenia cosa — cosP =>cosf = " (2)
Uwzgledniajac warunki (1) i (2) mamy a? — b%? = ¢ (—awsa — cosa), zatem a? — b%? =0=>

(a—b)la+b)=0<=>(a=bV a=—b),a, bdtugosci bokéw trdjkata,toa = b,
zatem A ABC jest rGwnoramienny.

Zasady oceniania.

| sposdéb

cosa

. . a b . . . .a
1p. Korzystajac z zatozenia cosa — cos i przeksztatcenia wyrazenia do postaci b = cosp

. . . L. . . . , . a sina
2p. Skorzystanie z twierdzenia sinuséw i zapisanie zaleznosci 5= Sing"



p . . , .sSina sin . . . . . .
3p. Poréwnanie zaleznosci osa cosfi" to tana = tanf izapisanie wniosku, ze A ABC jest

rownoramienny.

Il sposob

1p. Skorzystanie z twierdzenia cosinusdw w A ABC i zapisanie warunkow
a’? =b%?+c? —2bccosa i odjecie réwnar stronami
b? = a? + c? — 2accos B

2p. Zapisanie wyrazenia w postaci a®? — b? = c(acosf — bcosa) i skorzystanie z zatozenia =

3p. Doprowadzenie wyrazenia do postacia? —b?> =0, (a—b)(a+b)=0=>a=h luba = —b-
nie spetnia warunkéw zadania, zatem a = b, to A ABC jest rownoramienny.

Zadanie 7.1 (0-2)
Przyktadowe rozwigzanie.
Zastosujemy schemat Bernoulliego.
n=5k=>2,p=02;,q=08
Ps(k=22)=1—-Ps(k<1)=1—-[Ps(k=0)+ Ps(k =1)]

821
=1-[K)-(02)°-(0,8)°+ - (0,2) - (0,8)* = 3155 ~ 02627

Zasady oceniania.

1p. Zauwazenie, ze mozna skorzystac ze schematu Bermoulliego oraz podanie
n=5k=>22,p=0249g=08.

2p. Zapisanie i obliczenie prawdopodobienstwa Ps(k > 2) = %.

Zadanie 7.2 (0-2)

Przyktadowe rozwigzanie.

Zdarzenie A - w Bazie nie bedzie samochodéw,
B - w Bazie bedzie co najmniej jeden samochdd,
n - liczba samochodéw (n € N,)

P(4) = (0,8)", P(B) =1 —P(4) =1 — (g)n zatem 1 — (g)n > 0,91 <=>

(g)nS%,nEN,nZH.

Odpowiedz: Co najmniej 11 samochoddéw.



Zasady oceniania.
S, .- \"
1p. Zapisanie nieréwnosci 1 — (E) > 0,91.

2p. Rozwigzanie tej nierdwnosci i podanie odpowiedzi “co najmniej 11 samochodéw”.

Zadanie 8. (0-5)
Przyktadowe rozwigzanie.

Réwnanie (x — 4)[x% + (m — 3)x + m? —m — 6] = 0 ma 3 réine rozwigzania <=> spetniane sa
warunki

1.A >0, réwnaniax’?+(m—-3)x+m?>-m—-6=0
2.x1 #4ix, ¥4
3. 4x,x, > x# 4+ x5 + 16 — 5m — 51.

1. A>0<=>(m—-3)>—-4(m?-m—-6) >0<=>3m?—-2m+33 > 0<=>
2 _ - u _ - 1,
3m® + 2m 33<0<->3(m+3)(m 3)<0<_>m€( 3,3).

2. Wyznaczamy wartosci parametru m , dla ktérych rozwigzaniem réwnania kwadratowego
x2+(Mm—3)x+m?—m—6=0jestliczba 4.
16+4(m—-3)+m?—-m—-6=0<=>m?+3m—2=0<=>

(m = —M;/ﬁ lubm = _3_2m) tzn.m # Z3+12 Am=* —B—T\/ﬁ

3. Nieréwnosci 4x,x, > x# + x5 — 5m — 35 mozna przedstawi¢ w postaci
4x1x, > (x1 + %)% — 2x7x, — 5m — 35 <=> (x; + x,)? — 6x,x, — 5m — 35 < 0.

Korzystajgc z wzordéw Viete’a otrzymamy:
5m?+5m—10>0<=>m?+m—-2>0<=>(mMm+2)(m—1) > 0<=>m € (—o0; —2) U (1; ).
Uwzgledniajgc wszystkie trzy warunki
11
me(-3:3)

m =217 A m¢_3+2m

m € (—o0; —2) U (1; )

Otrzymamy m € (—%; _3_2m) U] (—3—2\/ﬁ; —2) U (1; 3).

Zasady oceniania.
1p. Ustalenie warunkéw rozwigzania zadania

1. A>0 réwnaniax?+(m—-3)x+m?>—-m—-6=0
2. x1#F4,x, #4lubf(4) #0
3. 4xyx, >x? +x2+16—5m—51.

2p. obliczenie wszystkich wartosci parametru m , dla ktérych réwnanie ma dwa rézne rozwigzania

tzn.A>0<=>m € (—%;3).



3p. Wyznaczenie wartosci parametru m, dla ktérych rozwigzania rownania kwadratowego jest

. . . . —-3—V17 . -3 17
liczba 4 izapisanie x # 4 <=>m # T\/_ im# +T\/_

4p. Rozwigzanie nieréwnosci 4x,x, > x? + x5 — 5m — 35 <=>m € (—o0; —2) U (1; o).

5p. Uwzgledniajgc wtasciwych przedziatdw i podanie prawidtowej odpowiedzi

11 -3-V17 -3-V17 .
mE(—?, > )u( > ,—2)U(1,3).
Zadanie 9.1 (0-3)
D Ja C Przyktadowe rozwigzanie.

Wprowadzimy oznaczenia jak na rysunku obok.
& In h
. 20. o
A X E X B

2a+2a+2x
2

Pole trapezu ABCD jest rowne: P = h =

(2a +x) - h.

A AED jest prostokatny, zatem h? = a? — x? => h = va? — x2 A x € (0; a), wobec tego pole
trapezu P(x) = (2a + x)Va2 —x2 = \/(Za +x)? - (a? — x2).

Zasady oceniania.
1p. Zapisanie pola trapezu: P = (2a + x)h

2p. Wyznaczenie wysokosci hod ai x oraz x € (0; a)

3p. Zapisanie pola trapezu P(x) = /(2a + x)2 - (a2 — x2).

Zadanie 9.2 (0-4)

Przyktadowe rozwigzanie.

1. Utwoérzmy funkcje pomocnicza f(x) = (2a + x)?(a? — x?), po przeksztatceniu otrzymamy

f(x) = —x* — 4ax® — 3a®x? + 4a3x + 4a® A x € (0; ).
2. Wyznaczamy pochodna funkcji f, f'(x) = —4x® — 12a*x — 6a°x + 4a>, Dy = (0; a).
Wyznaczamy miejsce zerowe pochodnej funkcji f .
f'(x) =0<=>—(x+ 2a)(2x? + 2ax — a?) = 0 <=>
M lub x =

x=—-2a & Dlub2x? + 2ax —a® =0, stad x = a(\/j-l)_

4. Analiza znaku pochodnej.

f;) (O;aw;— ) Mg_ 1) <(f32_ o

f(x) 2 max N




N LN
JQ\QM-@!O a(fe-1) o

2 2
(vV3-1)
2

Pole trapezu bedzie najwieksze dla x = 2

|AB| = 2a +@= a(v3 +1).

, czyli dtugosci dtuzszej podstawy

Zasady oceniania.

1p. Utworzenie funkcji pomocniczej f(x) = (2a + x)?(a? — x?) i doprowadzenie funkcji do postaci
f(x) = —x* — 4ax® — 3a®x? + 4a3x + 4a? A x € (0; ).

2p. Wyznaczenie pochodnej funkcji f, f'(x) = —4x> — 12a®x — 6a*x + 4a>, Dy = (0; a).
3p. Wyznaczenie miejsc zerowych pochodnej funkcji f i podanie miejsce zerowych,

_ —a(12+\/§)’ Y= a(\/j—l)’ Y= —2a.

4p. Analiza znaku pochodnej funkcji i podanie poprawnej odpowiedzi |AB| = a(\/§ + 1).

Zadanie 10.1 (0-2)
Przyktadowe rozwigzanie
Suma wyrazow nieskonczonego ciggu geometrycznego jest réwna S = leq, jezeli|q| < 1.

2x+1
x+2

4 = 1 _ 2x+1
1_x+2'q_x+2'

|q|<1<:>| |<1/\x¢—2.

Nieréwnoscé |2;T+21| < 1 mozna przeksztatci¢ do postaci [2x + 1| < |x + 2| A x # =2,
Rx+1D)?—-(x+2?<0<=>x+1-x-2)2x+1+x+2) <0<=>
(x—1)Bx+3)<0<=>x€ (-1;1).

Zasady oceniania.

2x+1
xX+2

1p. Zapisanie warunku |g] < 1 <=>| | <1Ax+#-=2.

2p. Rozwigzanie nieréwnosci i podanie poprawnej odpowiedzi x € (—1; 1).

Zadanie 10.2 (0-2)
Przyktadowe rozwigzanie.

Suma wyrazow nieskonczonego ciggu geometrycznego

1
a Py 1 x+2 1
S=—"t<=>S=2%2_=_—. =—
1-q - x+2 —x+1  1-x
xX+2




Zasady oceniania.

1

. . a x+2
1p. Zapisanie warunku S = —- L= - e

x+2

2p. Przeksztatcenie wyrazenia i zapisanie odpowiedzi S = i
Zadanie 11. (0-4)
Przyktadowe rozwigzanie.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok.

1. Przekrdj ptaszczyzny przechodzacej przez wierzchotek
ostrostupa i Srodki dwdch sgsiednich krawedzi podstawy jest

a2

tréjkatem réwnoramiennym, w ktérym |FG| = >

2. A EOS Jest trojkatem prostokatnym, w ktérym |OE| = %a,

|X0ES| = a = 60°, stad |SE| = ai|S0| =2, a > 0.
3. Wysokosci przekroju obierzmy z A OPS,

_az a3
ﬁ F 'D |oP| = —~ |0S| = .

2

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa mamy: |SP|? = |OP|? + |0S|?, zatem

2 2 2
h2:2L+3L=>h2=_14a =>h =a\/ﬁ.
4 16 4 4 16 14 2

4. Pole przekroju jest réwne P = : |FG|-hy ==-—"- —
2 2 2 4 8

Zasady oceniania.

. . o .. av7
1p. Zaznaczenie na rysunku poprawnie szukanego przekroju i zauwazenie, ze |GF| = -

2p. Zaznaczenie kata nachylenia sciany bocznej a do ptaszczyzny podstawy i wyznaczenie wysokosci
SO ostrostupa.

3p. Wyznaczenie wysokosci A FGS, hy, = aTx/ﬁ-

2
4p. Obliczenie pola przekroju P = % sﬁ'

Zadanie 12. (0-6)
Przyktadowe rozwigzanie.

1. Wyznaczamy wspotrzedne punktéw przeciecia sie
okregu z prosta.

x—y+2=0

x2+y2—6x+4y—12=0




y=x+2

x2+(x+2)2—-6x+4(x+2)—-12=0

(y=x+2
2x(x+1)=0
-y:x+2

x=0vx=-1

A: x=0 B: x=-1
y=2 y=1
A=1(0;2) B=(-1;1).

2. Zapiszmy réwnanie okregu w postaci kanoniczne;j
(x—=3)2+(y+2)2=25czyliS=3;-2), r=5

—»
3. Wyznaczamy styczne do okregu w punktach//y B, zatem wektor AS = [3; —4] =>

rownanie prostej prostopadtej do wektora AS okresla sie wzorem
l: 3x —4y+C=0,A0;2) €l=>-84+C=0=>C =8.

Analogicznie wyznaczamy prostg styczng do okregu w punkcie B .
WektorB/.S"= 3+1,2-1]=[4; —3]=>
ki4x—-3y+C=0,B=(—-11)€k=>-4-3+C=0=>C=7
4x — 3y + 7 = 0 - rébwnanie prostej stycznej do okregu w punkcie B .
4. Aby wyznaczy¢ punkt przeciecia sie stycznej do okregu nalezy rozwigza¢ uktad réwnan:
[(3x—4y+8=0 |- (—4)
| 4x—=3y+7=0 [-3
[ —12x + 16y —32=0
_12x—9y+21=0
[ 7y =11

Styczne do okregu w punktach A i B przecinajg sie w punkcie E = (—%; %)

5. Pole czworokata ASBE jest sumg pol trojkatow ABS i ABE .

Korzystajac z wzoru na pole tréjkata o wierzchotkach A = (0;2), B = (—1;1)iS = (3;-2)
otrzymamy P = %l(—l -0)(-2-2)-(1-2)3-0)| = %



6. Obliczenie pola A ABE ; P, =§|(—1 —0) (%— 2) ~(1-2) (—%— o)| =L

1 50 25

Pole czworokata ASBE jest réwne P = z +—=—=—
2 14 14 7

Zasady oceniania.

1p. Wyznaczenie wspoéfrzednych punktéw przeciecia sie wspétrzednych prostej i okregu:
A=1(0;2), B=(-11).

2p. Zapisanie rdwnania okregu w postaci kanonicznej i wyznaczenie wspdtrzednych srodka okregu
S=(3;-2)ir=5.

3p. Wyznaczenie rdwnania stycznej do okregu w punkcie A i B.

l:3x—4y+8=0,k: 4x -3y +7=0.

4p. Wyznaczenie wspotrzednych punktu przeciecia sie stycznych E = (—;;%).

5p. Obliczenie pola A ABS : P = %

6p. Obliczenie pola A ABE : P = i i obliczenie pola czworokata ASBE : P = 275



